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2 ميɢانيك السوائل
نضغاطتحرʈك السوائل المثالية غ؈ف القابلة للا 

لثانيةوالكهربائية اكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم القوى الميكانيكية

الدكتور المɺندس

شقير سعيد 

العرض  محتوى 
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 مقدمة
 انات وحيدة البعدʈك الأساسية لݏݨرʈة خي( قوان؈ن التحرʈط التيارنظر(
  انʈاتجاه اݍݨر ʏلر اݍݰركية ࢭʈمعادلة او
 لر اݍݰركيةʈمعادلة او ʄعڴ 

ً
اتجاه اݍݨرʈان  ناضميا

 ʏمعادلة برنوڲ
العامة وحيدة البعد ʏمعادلة برنوڲ

انات غ؈ف المستقرةʈلݏݨر ʏمعادلة برنوڲ



08/11/1441

2

مقدمة
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 ي المالدراسة اݍݰركية للسوائل أنȜارتية أو الاحداɢندسية وحركية بحته مثل الاحداثيات الديɸ نحۚܣ تتحدد بواسطة قيمs  , مساحة

. bالȘسارع , Vو السرعة Aمقطع اݍݨرʈان 

كية للسوائل ٮڈدف المقابل بʈالدراسة التحرʄاڲ:

  ت حالْڈا اݍݰركيةȎئات السائل الۘܣ سبʈجز ʄمعرفة القوى المؤثرة عڴ .

 ان معرفةʈحدود جملة اݍݨر ʄاݍݰالة العامة اݍݨدران الصل, القوى والعزوم الۘܣ يؤثر ٭ڈا السائل عڴ ʏا ࢭɺلɢشȖ بة الۘܣ يجري الۘܣ

.وʈتم حساب ɸذه القوى بمساعدة المعادلات والقوان؈ن الأساسية للتحرʈك, السائل حولɺا أو ࢭʏ داخلɺا 

 ك السوائل المثالية غ؈ف القابلة للإنضغاطʈسندرس أولا تحر)ρ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡( , حيث نفرض أن اللزوجة معدومة)η=0 ( قوى ʏالتاڲȋو
). الكتلية( وتɢون جزʈئات السائل معرضة لتأث؈ف قوى الضغط الناظمية والقوى اݍݱݨمية . الاحتɢاك المماسية معدومة 

 العادة بدراسةɠ بدأɴانات العامة ثنائية وثلاثية البعدوسʈسيطة وحيدة البعد كمقدمة لدراسة اݍݨرȎانات الʈاݍݨر

قوان؈ن التحرʈك الأساسية لݏݨرʈانات وحيدة البعد 
)نظرʈة خيط التيار( 
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 ومɺمف ʄعتمد عڴȖ انات وحيدة البعدʈأن دراسة اݍݨر ʄه اڲʈة التيار لقد سبق التنوȋون حدود, أنبوɢمية الۘܣ يمكن أن تɸا اݍݵارجية وɸ

).صلبة(أو حقيقية ) سائلية(

 كية نف؅فضʈالدراسة التحر ʏࢭ:

 ة التيار معلوما أنȋل إنبوɢعلم مسارات خطوط التيار, شɲ ʏالتاڲȋوخاصة مسار خط التيار المركزي , وs  , ون شعاعɢالذي ي

. السرعة للتيار اݍݱݨ׿ܣ أو الكتڴʏ مماسا عليه ࢭɠ ʏل نقطة

 ان, قيمة السرعةتتحددɢعة للزمان والمȊاݍݰالة العامة تا ʏون ࢭɢالۘܣ ت :𝑉 = 𝑉(𝑡,𝑠)  ʄوالۘܣ يفرض أٰڈا موزعة بانتظام عڴ

, ɠsامل أي مقطع متعامد مع 

𝑚̇ = 𝜌ଵ𝑉ଵ𝐴ଵ = 𝜌ଶ𝑉ଶ𝐴ଶ = 𝜌𝑉𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡        𝜌 = 𝜌(𝑠) ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑄 = 𝑉ଵ𝐴ଵ = 𝑉ଶ𝐴ଶ = 𝑉𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡        𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
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معادلة أوʈلر اݍݰركية وحيدة البعد
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 ئا يمثل قطعة صغ؈فة من أنبوʈمبدأ القطع فنحرر جز ʄعتمد عڴɲ داخل السائل اݍݨاري ʏالتأث؈ف الكتڴ ʄة التيارللتعرف عڴȋ , ونطبق

:محصلة القوى Ȗساوي جداء الكتلة ࢭʏ الȘسارع: قانون نيوتن الاسا؟ۜܣ للتحرʈكعليه 

𝑑𝐹௄ = 𝑑𝑚. 𝑏        ;     𝑭𝑲||𝒃 =
𝐷𝑽

𝐷𝑡

𝐹௄ س׿ܢȖ قوة دالمب؈فوكذلك  ,اݍݱݨمية اݍݰركيةالقوة

عليه قوة  لأنه حسب مبدأ دالمب؈ف يمكن إرجاع حركة اݍݨزيء اݍݱݨ׿ܣ اڲʄ مسألة توازن إذا طبقنا

𝐹௄عطالة Ȋعكس اتجاه حركته Ȗساوي وȖعاكس 

اك يخضع اݍݨزيء اݍݱݨ׿ܣ المعت؄ف لɢحالة سائل عديم الاحت ʏتأث؈ف ࢭ
 كقوة الثقال, )اݍݵارجية( اݍݱݨمية الستاتيكية القوى 

ً
, ة مثلا

 وى لتأث؈ف القوى السطحية الۘܣ تنحصر بقبالإضافة

.  الضغط الناظمية عڴʄ السطح اݍݵارڊʏ لݏݨزيء

 وحيث أن الضغط يمكن أن يتغ؈ف ࢭʏ اتجاه اݍݨرʈان
 عليه

ً
𝑝: وناظميا = 𝑝 𝑠,𝑛  فيلزم استخراج معادلة

اݍݰركة ࢭɸ ʏذين الاتجاɸ؈ن

معادلة أوʈلر اݍݰركية ࢭʏ اتجاه إتجاه اݍݨرʈان
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z

𝑑
𝑧

𝑝 +
𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠 . 𝑑𝐴

𝑝. 𝑑𝐴

𝛼

𝛼

𝑠

𝑑𝐴

𝑑𝐹

𝑉

.الثقالة استخراج معادلة أوʈلر اݍݰركية ࢭʏ اتجاه اݍݨرʈان من توازن قوى الضغط مع قوى 

 ة تيار سائل ثقيل كثافتهȋنقتطع من أنبو𝜌  ئا ݯݨميا صغ؈فا مقطعهʈجز𝑑𝐴  وطوله𝑑𝑠 

𝑑𝑚:وكتلته = 𝜌𝑑𝑉 = 𝜌 𝑑𝐴 𝑑𝑠

 ي المنحۚܣȜوليكن الاحداs  ʏي الشاقوڲȜان والاحاʈاتجاه اݍݨر ʏموجبا ࢭz ʄذا , موجبا للاعڴɸ

اݍݨزيء يخضع لتأث؈ف قووة الثقالة وقوة الضغط

 بفرض أنg سارع الأرعۜܣȘو الɸ ,α  اɺلɢشʇ ة الۘܣʈالزاوs  معz , ʏون مركبة قوة الثقالة ࢭɢفت
ʏان ۂʈاتجاه اݍݨر:

𝑑𝐹 ௦ = −𝑔. 𝑑𝑚 cos 𝛼 = −𝑔. 𝜌 𝑑𝐴 𝑑𝑠.
𝜕𝑧

𝜕𝑠
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z
𝑑

𝑧

𝑝 +
𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠 . 𝑑𝐴

𝑝. 𝑑𝐴

𝛼

𝛼

𝑠

𝑑𝐴

𝑑𝐹

𝑉

.الثقالة استخراج معادلة أوʈلر اݍݰركية ࢭʏ اتجاه اݍݨرʈان من توازن قوى الضغط مع قوى 

 اݝݰور ʄية عڴȎان مساقط قوى الضغط اݍݨانs ساوي الصفرȖ .

 ʏان من القوت؈ن المؤ بالتاڲʈإتجاه اݍݨر ʏتج محصلة قوى الضغط المؤثرة ࢭɴي تȖقاعد ʄثرت؈ن عڴ

:اݍݨزيء اݍݱݨ׿ܣ السفڴʄ والعليا

𝑑𝐹௣௦ = 𝑝. 𝑑𝐴 − 𝑝 +
𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠 𝑑𝐴 = −

𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠 𝑑𝐴 .

انياɢان تتغ؈ف زمانيا ومʈاتجاه اݍݨر ʏون فٕڈا السرع ࢭɢعت؄ف اݍݰالة العامة الۘܣ تɲ ,𝑉 = 𝑉 𝑡,𝑠 , ونɢفي
الȘسارع المطبق عڴʄ اݍݨزيء ɸو الȘسارع المادي

𝑏௦ =
𝐷𝑉

𝐷𝑡
=

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝑠
نطبق قانون نيوت؈ن

𝑑𝐹௄௦ = 𝑑𝐹 ௦ + 𝑑𝐹௣௦ = −𝑔 𝜌 𝑑𝐴 𝑑𝑠
𝜕𝑧

𝜕𝑠
−

𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠 𝑑𝐴 = 𝜌 𝑑𝐴 𝑑𝑠

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝑠

معادلة أوʈلر اݍݰركية ࢭʏ اتجاه إتجاه اݍݨرʈان
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z

𝑑
𝑧

𝑝 +
𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠 . 𝑑𝐴

𝑝. 𝑑𝐴

𝛼

𝛼

𝑠

𝑑𝐴

𝑑𝐹

𝑉

.الثقالة استخراج معادلة أوʈلر اݍݰركية ࢭʏ اتجاه اݍݨرʈان من توازن قوى الضغط مع قوى 

نطبق قانون نيوت؈ن

𝑑𝐹௄௦ = 𝑑𝐹 ௦ + 𝑑𝐹௣௦ = −𝑔 𝜌 𝑑𝐴 𝑑𝑠
𝜕𝑧

𝜕𝑠
−

𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠 𝑑𝐴 = 𝜌 𝑑𝐴 𝑑𝑠

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝑠

 ʄعد الاختصار عڴȊ أو𝜌 𝑑𝐴 𝑑𝑠 سيطȊ واجراء اصلاح:

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝑠
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑠
+ 𝑔 

𝜕𝑧

𝜕𝑠
= 0

 ان وحيد البعد غ؈ف مستقرالۘܣʈإتجاه خط التيار ݍݨر ʏلر اݍݰركية ࡩʈقابل أو غ؈ف قابل للانضغاط, تمثل معادلة أو  .
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z
𝑑

𝑧

𝑝 +
𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠 . 𝑑𝐴

𝑝. 𝑑𝐴

𝛼

𝛼

𝑠

𝑑𝐴

𝑑𝐹

𝑉

.الثقالة استخراج معادلة أوʈلر اݍݰركية ࢭʏ اتجاه اݍݨرʈان من توازن قوى الضغط مع قوى 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝑠
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑠
+ 𝑔 

𝜕𝑧

𝜕𝑠
= 0

 ان وحيد البعد غ؈ف مستقرالۘܣʈإتجاه خط التيار ݍݨر ʏلر اݍݰركية ࡩʈابل أو غ؈ف ق, تمثل معادلة أو

.  قابل للانضغاط

 يلتتضمنɸثلاثة مجا𝜌,𝑝,𝑉انɢاݍݰالة العامة للزمان والم ʏعة ࢭȊا تاɺلɠ .يتطلب ح ʏالتاڲȋا معادلت؈ن وɺل
:اضافيت؈ن 

 ماɸ حالة ʏانات القابلة للانضغاط ࢭʈاݍݨر)𝝆 ≠ 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕 (:

معادلة الاستمرار 1.

:  معادلة اݍݰالة 2.

𝑚̇ = 𝜌ଵ𝑉ଵ𝐴ଵ = 𝜌ଶ𝑉ଶ𝐴ଶ = 𝜌𝑉𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
𝑝

𝜌
= 𝑅𝑇

 حالة ʏانات غ؈ف القابلة للانضغاط أما ࢭʈاݍݨر)𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (( فتحتوي ʄول؈ن عڴɺمج

.فقطوʈلزمنا ݍݰلɺا معادلة الاستمرار 

معادلة أوʈلر اݍݰركية ࢭʏ اتجاه إتجاه اݍݨرʈان
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z

𝑑
𝑧

𝑝 +
𝜕𝑝

𝜕𝑠
𝑑𝑠 . 𝑑𝐴

𝑝. 𝑑𝐴

𝛼

𝛼

𝑠

𝑑𝐴

𝑑𝐹

𝑉

.الثقالة استخراج معادلة أوʈلر اݍݰركية ࢭʏ اتجاه اݍݨرʈان من توازن قوى الضغط مع قوى 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ 𝑉

𝜕𝑉

𝜕𝑠
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑠
+ 𝑔 

𝜕𝑧

𝜕𝑠
= 0

 حالة ʏانات المستقرة ࢭʈي اݍݨرɲاɢسارع المȘينعدم ال𝜕𝑉 𝜕𝑡⁄  وتصبح السرعة والضغط

:لتاڲʏوȋالتاڲʏ تتȎسط معادلة اوʈلر اݍݰركية وتأخذ الشɢل ا, تاȊع؈ن للمɢان فقط

𝑉
𝑑𝑉

𝑑𝑠
+

1

𝜌

𝑑𝑝

𝑑𝑠
+ 𝑔 

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 0

ب وجود متحول واحد فقطȎسȊ حيث أمكن كتابة المشتقات اݍݨزئية كمشتقات عادية.

!  ا يذكر؟علل لماذا يمكننا ان ٰڈمل Ȗسارع اݍݰمل ࢭʏ الغالبية العظ׿ܢ من اݍݨرʈانات العملية دون الوقوع ࢭʏ خط: وظيفة 
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 عڴʄ إتجاه اݍݨرʈان
ً
معادلة أوʈلر اݍݰركية ناظميا
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𝑑𝐹

z
𝑝 +

𝜕𝑝

𝜕𝑛
𝑑𝑛 . 𝑑𝐴

𝑝. 𝑑𝐴

𝛼

𝑑𝐴
𝑉

𝛼

𝑑
𝑧

.الثقالة استخراج معادلة أوʈلر اݍݰركية ناظميا عڴʄ اتجاه اݍݨرʈان من توازن قوى الضغط مع قوى 

 ة تيار منحنيةȋئا ݯݨميا مقتطعا من أنبوʈعت؄ف جزɲاݍݨدران  .

 الاتجاه الموجب للناظم نأخذ+n  اتجاه مركز الانحناء ʏࢭM ة التيارȋݝݰور أنبو  ,

 نأخذ ʏاݝݰور الشاقوڲz ʄللأعڴ 
ً
.  موجبا

 ليكنr ي ݝݰور اݍݨزيء اݍݱݨ׿ܣɲاɢنصف قطر الانحناء الم ,dA  منه المتعامد مع ʏالعنصر السطڍn  ,dn 

𝑑𝑚ارتفاع اݍݨزيء ࢭʏ اتجاه الناظم فتɢون كتلته  = 𝜌 .𝑑𝐴 𝑑𝑛

 بفرضα  اɺة الۘܣ يصنعʈالزاوz  ة التيارȋون , مع محور أنبوɢمركبة قوة الثقالة باتجاه الناظم فت

𝑑𝐹 ௡ = −𝑔. 𝜌 𝑑𝐴 𝑑𝑛 . sin 𝛼 = −𝑔. 𝜌 𝑑𝐴 𝑑𝑛.
𝜕𝑧

𝜕𝑛

 تجɴالاتجاه الموجب للناظم وت ʏية م( محصلة قوى الضغط ࡩȎافة قوى الضغط اݍݨانɠ عدومةمساقط(

𝑑𝐹௣௡ = 𝑝. 𝑑𝐴 − 𝑝 +
𝜕𝑝

𝜕𝑛
𝑑𝑛 𝑑𝐴 = −

𝜕𝑝

𝜕𝑛
𝑑𝑛 𝑑𝐴 .

 عڴʄ إتجاه اݍݨرʈان
ً
معادلة أوʈلر اݍݰركية ناظميا

Page 12 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

𝑑𝐹

z
𝑝 +

𝜕𝑝

𝜕𝑛
𝑑𝑛 . 𝑑𝐴

𝑝. 𝑑𝐴

𝛼

𝑑𝐴
𝑉

𝛼

𝑑
𝑧

.الثقالة استخراج معادلة أوʈلر اݍݰركية ناظميا عڴʄ اتجاه اݍݨرʈان من توازن قوى الضغط مع قوى 

 سارع النابذ أنȘو الɸ اتجاه الناظم ʏسارع ࢭȘال𝑏௡ = 𝑉ଶ 𝑟⁄ = 𝜔ଶ𝑟  

 تجɴمن تطبيق قانون نيوتنت

𝑑𝐹௄௡ = 𝑑𝐹 ௡ + 𝑑𝐹௣௡ = −𝑔 𝜌 
𝜕𝑧

𝜕𝑛
𝑑𝐴 𝑑𝑛 −

𝜕𝑝

𝜕𝑛
𝑑𝑛 𝑑𝐴 =

𝑉ଶ

𝑟
. 𝜌 𝑑𝐴 𝑑𝑛

 عدȊ ʄالاختصار عڴ𝜌 𝑑𝐴 𝑑𝑛 سيطȊ واجراء اصلاح:

𝑉ଶ

𝑟
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑛
+ 𝑔 

𝜕𝑧

𝜕𝑛
= 0

 خط التيارالۘܣ تمثل ʄلر اݍݰركية ناظميا عڴʈان وحيد البعد قابل أو غ؈ف قاب معادلة اوʈل للانضغاطݍݨر  .

 ʏغ؈ف الضغط عند الانتقال بالاتجاه الناظ׿ܣ من خط تيار لآخروۂȖ سمح لنا بحسابȖ.
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 عڴʄ إتجاه اݍݨرʈان
ً
معادلة أوʈلر اݍݰركية ناظميا

Page 13 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

𝑑𝐹

z
𝑝 +

𝜕𝑝

𝜕𝑛
𝑑𝑛 . 𝑑𝐴

𝑝. 𝑑𝐴

𝛼

𝑑𝐴
𝑉

𝛼

𝑑
𝑧

.الثقالة استخراج معادلة أوʈلر اݍݰركية ناظميا عڴʄ اتجاه اݍݨرʈان من توازن قوى الضغط مع قوى 

𝑉ଶ

𝑟
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑛
+ 𝑔 

𝜕𝑧

𝜕𝑛
= 0

 طول خطوط التيار ʄا معرفة توزع السرعة والضغط عڴɺة وذلك بمساعدة معادل, ݍݰل

ࢭʏ الفقرة السابقةاستخرجناɸا الاستمرار والعلاقة 

اتجاه الناظم ʏاݍݰالة الۘܣ ينعدم فٕڈا تأث؈ف قوة الثقالة ࢭ ʏو اݍݰال ع, ࢭɸ ون كماɢندما ي

 ࢭʏ مستو أفقي
ً
:لمن الشɢالسابقة تصبح فإن العلاقة , اݍݨرʈان المعت؄ف واقعا

𝑉ଶ

𝑟
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑛

! علل بمثال عمڴʏ! ؟ɸل يمكننا اɸمال الȘسارع الأرعۜܣ ࢭʏ حال ɠان الȘسارع النابذ أك؄ف بكث؈ف منه: وظيفة 

 عڴʄ إتجاه اݍݨرʈان
ً
معادلة أوʈلر اݍݰركية ناظميا

Page 14 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

𝑑𝐹

z
𝑝 +

𝜕𝑝

𝜕𝑛
𝑑𝑛 . 𝑑𝐴

𝑝. 𝑑𝐴

𝛼

𝑑𝐴
𝑉

𝛼

𝑑
𝑧

.الثقالة استخراج معادلة أوʈلر اݍݰركية ناظميا عڴʄ اتجاه اݍݨرʈان من توازن قوى الضغط مع قوى 

اه فان الضغط ࢭʏ الاتج) مقوسة ( عندما تɢون خطوط التيار منحنية 

غط ࢭʏ وʈنعدم Ȗغ؈ف الض, علٕڈا يȘناقص ࢭʏ اتجاه مركز الانحناء׿ܣ ظالنا

𝑟(اتجاه الناظم عندما تɢون خطوط التيار مستقيمة  = ∞(

ج ʄون أك؄ف من الضغط عڴɢي ʏجداره اݍݵارڊ ʄوع فان الضغط عڴɠ ʏان ࢭʈوعليه إذا اعت؄فنا اݍݨرʏداره الداخڴ
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ʏمعادلة برنوڲ

Page 15 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

انا مستقرا غ؈ف قابل للانضغاطʈعت؄ف جرɲ𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡)(  . لر اݍݰركيةʈذه اݍݰالة يمكن كتابة معادلة اوɸ ʏࢭ

معادلة برنوڲʏ كتɢامل لمعادلة اوʈلر اݍݰركية

𝜌

2

𝑑 𝑉ଶ

𝑑𝑠
+

𝑑𝑝

𝑑𝑠
+ 𝜌𝑔 

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 0

 انʈسبة لاتجاه اݍݨرɴتفاضلية بال 
ً
 , 𝑠حيث تمثل ɠافة اݍݰدود كسورا

ً
 حدا

ً
:يةوȋذلك نجد العلاقة الɺامة التال. وʈمكن بالتاڲʏ مɢاملْڈا Ȋسɺولة حدا

𝜌

2
𝑉ଶ + 𝑝 + 𝜌𝑔 𝑧 = 𝐶஻௣ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

انɢط ب؈ن السرعة والضغط والوضعية المȋاك العلاقة الاساسية الۘܣ ترɢسبة ݍݰركة سائل ثابت اݍݱݨم وعديم الاحتɴعت؄ف بالȖ ر المعت؄فية ݍݵط التياالۘܣ  .

 عام وقد ʏا دانيال برنوڲɺته عن حركة السوائل المثالية, 1738صاغʈلر نظرʈأي قبل أن يضع أو .

 ا اݝݵتلفة اسم لذلكɺذه العلاقة بصيغɸ ʄيطلق عڴʏامل . معادلة برنوڲɢثابت الت ʄكما يطلق عڴ𝐶஻௣  اسمʏثابتة برنوڲ.

ʏمعادلة برنوڲ

Page 16 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

معادلة برنوڲʏ كتɢامل لمعادلة اوʈلر اݍݰركية

𝜌

2
𝑉ଶ + 𝑝 + 𝜌𝑔 𝑧 = 𝐶஻௣ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

 سمحȖ ʏانمعادلة برنوڲʈاتجاه اݍݨر ʏل ح. لذلك يطلق علٕڈا أيضا معادلة الضغط. بحساب الضغط ࢭɠ ولة التأكدأنɺسȊ مكنʈد من حدود الطرف و

𝑁الأʇسر له واحدة قياس الضغط  𝑐𝑚ଶ⁄  أو𝑘𝑝 𝑐𝑚ଶ⁄:.

؛  𝑆𝑡𝑎𝑔𝑛𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠𝑢𝑟𝑒 𝑞أو ضغط الرɠود ,  𝑝ௗ௬௡أو ضغط السرعة  ).الديناميɢي( الضغط التحرɢʈي ʇس׿ܢ اݍݰد الأول 1.

الضغط الستاتيɢيʇس׿ܢ اݍݰد الثاɲي 2.

.أو ضغط القوى اݍݱݨمية عامة ضغط الثقالةʇس׿ܢ اݍݰد الثالث 3.
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معادلة برنوڲʏ للارتفاعات

Page 17 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

معادلة برنوڲʏ كتɢامل لمعادلة اوʈلر اݍݰركية

𝜌

2
𝑉ଶ + 𝑝 + 𝜌𝑔 𝑧 = 𝐶஻௣ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

 نقسم ʄعڴ𝛾 = 𝜌𝑔 تج العلاقةɴفت

𝑉ଶ

2𝑔
+

𝑝

𝛾
+ 𝑧 = 𝐶஻ு = 𝐻 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

 للارتفاعاتالۘܣ تمثل ʏسر له واحدة قياس الطول , معادلة برنوڲʇل حد من حدود الطرف الأɠ لأن𝑚  .

يمثل اݍݰد الأول 1.
௏మ

ଶ௚
ء Ȋسرعة الذي تصل اليه نقطة مادية إذا قذفت شاقوليا للاعڴʄ ࢭʏ ݯݨرة خالية من الɺواارتفاع السرعة 

. 𝑉ابتدائية مقدار 

يمثل اݍݰد الثاɲي 2.
௣

ఊ
الذي يولد نȘيجة ثقله  𝛾وɢʈاࢭʏء ارتفاع عمود سائل ساكن وزنه النوڤʏ ارتفاع الضغط أو الضاغط  

.وȋالتاڲʏ فɺو يɢاࢭʄء ارتفاع صعود السائل ࢭʏ انبوب ب؈قوم؅في شاقوڲ𝑝  ,ʏالضغط 

أو مستوى صفري يمكن  Datum levelبالɴسبة لأي مستوي قياس أفقي  الارتفاع المɢاɲي أو الɺند؟ۜܣ 𝑧يمثل اݍݰد الثالث 3.

.إختياره لا عڴʄ التعي؈ن

معادلة برنوڲʏ للارتفاعات

Page 18 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

ࢭɠ ʏل نقطة من خط  ࢭʏ اݍݨرʈان المثاڲʏ يɢون . تمثيل بياɲي رمزي لمعادلة برنوڲʏ للارتفاعات
التيار مجموع الارتفاع المɢاɲي وارتفاع الضغط وارتفاع السرعة ثابتا

𝐴ଶ
ℎଵ = 𝑧ଵ

𝑉ଶ
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معادلة برنوڲʏ للقدرة

Page 19 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

معادلة برنوڲʏ كتɢامل لمعادلة اوʈلر اݍݰركية

𝜌

2
𝑉ଶ + 𝑝 + 𝜌𝑔 𝑧 = 𝐶஻௣ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

 نقسم ʄعڴ𝜌 تج العلاقةɴفت

. ة الكتلةالۘܣ يطلق علٕڈا معادلة برنوڲʏ للقدرة، لأن ɠل حد من حدود الطرف الأʇسر يمثل قدرة بالɴسبة لواحد

القدرة اݍݰركية فاݍݰد الأول يمثل 1.

قدرة الضغط والثاɲي يمثل 2.

.القدرة الɢامنةوالثالث يمثل 3.

𝑉ଶ

2
+

𝑝

𝜌
+ 𝑔𝑧 = 𝐶஻ா = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

معادلة برنوڲʏ للقدرة

Page 20 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

معادلة برنوڲʏ كتɢامل لمعادلة اوʈلر اݍݰركية

𝜌

2
𝑉ଶ + 𝑝 + 𝜌𝑔 𝑧 = 𝐶஻௣ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

 نقسم ʄعڴ𝜌 تج العلاقةɴفت

𝑉ଶ

2
+

𝑝

𝜌
+ 𝑔𝑧 = 𝐶஻ா = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

 ساوي قيمة ثابتةʇ ل نقطة من خط التيارɠ ʏون مجموع القدرات الثلاث ࢭɢي ʏالتاڲȋو𝐶஻ா  س׿ܢȖانʈانيكية و قدرة اݍݨرɢالقدرة المي .

طول خيط التيار ʄانيكية عڴɢع؄ف عن قانون انحفاظ القدرة الميȖ ʏا، اذا اعت؄فن. وعليه فان معادلة برنوڲɺذا الاساس اشتقاقɸ ʄمكن عڴʈو ʏا مجموع القدرات ࢭ

يتغ؈ف لا من انبوȋة التيار  𝐴ଵ  ،𝐴ଶالمقطع؈ن 
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معادلة برنوڲʏ للقدرة

Page 21 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

𝑉ଶ

2
+

𝑝

𝜌
+ 𝑔𝑧 = 𝐶஻ா = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

اكɢانات عديمة الاحتʈو صفة مم؈قة لݏݨرɸ طول خيط تيار ʄان عڴʈل. إن ثبات قدرة اݍݨر

 انات ذلكʈانيكية اثناء حركة السائل معدومة" اݍݵسارة" بمعۚܢ أن " عديمة الفواقد" توصف بأٰڈا جرɢالقدرة المي ʏࢭ .

 انيكية أماɢذه القدرة الميɸ من 
ً
 أو صغ؈فا

ً
ولذلك . ل الاحتɢاك اڲʄ حرارةالسائل اثناء حركته ، لأنه يتحول بفع" يفقده" ࢭʏ حالة اݍݨرʈانات اݍݰقيقة، فان قسما كب؈فا

اقد" اݍݨرʈانات يطلق علٕڈا  .  ولا تنطبق علٕڈا معادلة برنوڲʏ بصيغɺا الواردة أعلاه، "ذات الفو

 ان قدʈقدرة اݍݨر ʏل مثلت اݍݵسارة ࢭɢشȊ ارتفاع الفواقد)∆ℎ௩ (ي اݍݰقيɢيدروليɺوالارتفاع ال ʏي المثاڲɢيدروليɺساوي الفرق ب؈ن الارتفاع الʇ النقطة ، الذي ʏقي ࢭ

. ①الواقعة ࢭʏ اتجاه اݍݨرʈان Ȋعد النقطة  ②

 نماʋينطبق خط القدرة المثالية ب(IEL) Ideal Energy line  المستقيم الافقي ʄعڴ𝑛́ − 𝑛 اݍݰالة العامة ب؈ن نقاط الٔڈاية للارت ʏمثل المستقيم الذي يصل ࢭʈفاع ، و
. Energy grade line (EGL)الɺيدروليɢي الفعڴʏ ࢭʏ النقاط اݝݵتلفة ݍݵط التيار خط تدرج القدرة 

 ونلاحظ ʏعادل ارتفاع السرعة الفعڴȖ ولة أنه يبعد عن خط تدرج الضغط مسافة شاقوليةɺسȊ ) لɢالش ʏمقدار ) 3.8(ࢭℎሖ ௩ଶ

معادلة برنوڲʏ للقدرة

Page 22 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

𝑉ଶ

2
+

𝑝

𝜌
+ 𝑔𝑧 = 𝐶஻ா = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝐶஻ألا توجد حالات خاصة تɢون فٕڈا : سؤال ɸام  = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ان ؟ʈامل حقل اݍݨرɠ ʏࢭ

 
ً
:دلة برنوڲʏ اݝݵ؅قلةبمɢاملْڈا نحصل عڴʄ معاالۘܣ ، وȋالتاڲʏ ننطلق من معادلة أوʈلر الȎسيطة أو اݝݵ؅قلة "مɺمل الثقالة" للأجابة ɲعت؄ف سائلا

𝑉ଶ

2
+

𝑝

𝜌
= 𝐶஻ா

 سبة للناظمɴبال 
ً
التيارالذي نفرض اتجاɸه الموجب ɸنا من اݍݨɺة المقعرة اڲʄ اݍݨɺة اݝݰدبة ݍݵط ، ɲnشتق ɸذه المعادلة جزئيا

𝑉
𝜕𝑉

𝜕𝑛
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑛
=

𝜕𝐶஻ா

𝜕𝑛

 لرʈستع؈ن بمعادلة أوɲ نا الۘܣɸ تصبح :
௏మ

ଶ
=

ଵ

ఘ

డ௣

డ௡
𝑉وندخلɺا ࢭʏ العلاقة السابقة فتصبح  

𝜕𝑉

𝜕𝑛
+

𝑉

𝑟
=

𝜕𝐶஻ா

𝜕𝑛

𝐶஻ா��متغ؈فة من خط تيار لآخر فيɢون التفاضل  𝐶஻ாفإذا ɠانت  𝜕𝑛⁄ ≠ وȋالتاڲʏ فإن التعب؈ف  0
డ௏

డ௡
+

௏

௥
≠ فإذا لاحظنا . أيضا0

اݍݵلو من الدوران بالɴسبة ݍݵط التيار المعت؄فشرط أن التعب؈ف يمثل 

لا ) ةالكموني( ࢭʏ اݍݨرʈانات اللادورانية 

مل حقل تتغ؈ف قيمة ثابتة برنوڲʏ ࢭɠ ʏا

ابتة ࢭʏ اݍݨرʈان، لأن قدرته الميɢانيكية ث

.ɠل نقطة
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معادلة برنوڲʏ العامة وحيدة البعد

Page 23 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

ياȋعت؄ف سائلا باروتروɲ ,𝜌 = f(p)  , ع كمونهȊيخضع لتأث؈ف حقل قوى ݯݨمية تاՓ௦ . انʈاتجاه اݍݨر ʏسبة لواحدة الكتلة ࢭɴون القوة اݍݱݨمية بالɢعندئذ ت ʏۂ

−𝜕Փ௦ 𝜕𝑠⁄  , ان مستقر الصيغة التاليةʈحالة جر ʏلر اݍݰركية بإتجاه التيار ࢭʈوتأخذ معادلة أو:

1

2

𝜕 𝑽ଶ

𝜕𝑠
+

𝜕𝑝 𝜌⁄

𝜕𝑠
+

𝜕Փ௦

𝜕𝑠
= 0

لɢي بالشɲعة للضغط فقط فيمكن كتابة اݍݰد الثاȊاعتبار أن الكثافة تاȋو:

𝜕𝑝 𝜌⁄

𝜕𝑠
=

𝜕

𝜕𝑠
න

𝜕𝑝

𝜌(𝑝)
=

𝜕𝐏(𝑝)

𝜕𝑠

 

 

:تɴتج العلاقة  sالتɢامل بالɴسبة ل و୒جراء وȋإدخاله . ɸو تاȊع الضغط 𝐏(𝑝)حيث 

𝑽ଶ

2
+ 𝐏 + Փ௦ = 𝐶஻ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

معادلة برنوڲʏ العامة وحيدة البعد لݏݨرʈانات المستقرة المتغ؈فة اݍݱݨم لۘܣ Ȗعرف باسم 

𝜌( وتأخذ ࢭʏ حالة اݍݨرʈانات الثابتة اݍݱݨم 

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (الصيغة التالية:

𝑽ଶ

2
+

𝑝

𝜌
+ Փ௦ = 𝐶஻ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

 الۘܣ تصبح ࢭʏ حالة ɠون حقل القوى ينحصر بحقل

Փ௦وȋالتاڲʏ , اݍݨاذبية الأرضية  ≡ Փ௦ீ = g௭  مطابقة
ʏلمعادلة برنوڲ

معادلة برنوڲʏ لݏݨرʈانات غ؈ف المستقرة

Page 24 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

يɲاɢسارع المȘون الɢانات غ؈ف المستقرة يʈحالة اݍݨر ʏࢭ 𝜕𝑉/𝜕𝑡 ≠ .وʈتغ؈ف شɢل خطوط التيار وȋالتاڲʏ أنبوȋة التيار من ݍݰظة اڲʄ أخرى , 0

 لرʈونكتّڈا ننطلق من معادلة أوʏل التاڲɢبالش:

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑠

𝑽ଶ

2
+

𝑝

𝜌
+ 𝑔𝑧 = 0

 انɢعا للمȊاݍݰالة العامة تا ʏون ࢭɢي يɲاɢسارع المȘإن الs , يɲطول خط تيار آ ʄذه العلاقة عڴɸ املɢيمكن إجراء ت ʏالتاڲȋݍݰظة زمنية معينة , و ʏتج, أي ࢭɴالعلاقة  فت:

𝑽ଶ

2
+

𝑝

𝜌
+ 𝑔𝑧 + න

𝜕𝑉

𝜕𝑡
𝑑𝑠

௦ୀ௦

௦ୀ଴

= 𝐶஻(𝑡ቇ

 س׿ܢȖ انات الغ؈ف مستقرةالۘܣʈلݏݨر ʏوغ؈ف القابلة للانضغاط معادلة برنوڲ

سر نفس المعۚܢ الوارد لمثيلاٮڈاʇمن الطرف الأ ʄون لݏݰدود الثلاثة الأوڲɢʈو  ʏالعلاقة ࢭ

.  بʋنما ʇع؄ف اݍݰد الراȊع عن Ȗغ؈ف اݍݨرʈان مع الزمن , السايقة 

 ونɢʈامل وɢلثابتة الت𝐶஻(𝑡) ݍݰظة زمنية معينة ʏࢭ ʏمْڈا ولكن قي, مضمون ثابتة برنوڲ

.منوɸذا ʇعۚܣ أن قدرة اݍݨرʈانات غ؈ف المستقرة تتغ؈ف مع الز . تتغ؈ف من ݍݰظة لأخرى 
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معادلة برنوڲʏ لݏݨرʈانات غ؈ف المستقرة

Page 25 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
قسم الميكانيك العام

 يɲعت؄ف نقطت؈ن من خط التيار الآɲ انʈاتجاه اݍݨر ʏلتغ؈ف الضغط والسرعة ࢭ ʏون النقطة . من أجل اݍݰساب العمڴɢعد  ②بحيث تȊ ان  ①واقعةʈاتجاه اݍݨر ʏࢭ  .

𝑽ଶ
ଵ

2
+

𝑝ଵ

𝜌
+ 𝑔𝑧ଵ + න

𝜕𝑉

𝜕𝑡
𝑑𝑠

௦ୀ௦భ

௦ୀ଴

=
𝑽ଶ

ଶ

2
+

𝑝ଶ

𝜌
+ 𝑔𝑧ଶ + න

𝜕𝑉

𝜕𝑡
𝑑𝑠

௦ୀ௦మ

௦ୀ଴

سيطȊ عد إصلاحȌو:

𝑽ଶ
ଵ

2
+

𝑝ଵ

𝜌
+ 𝑔𝑧ଵ =

𝑽ଶ
ଶ

2
+

𝑝ଶ

𝜌
+ 𝑔𝑧ଶ + න

𝜕𝑉

𝜕𝑡
𝑑𝑠

௦ୀ௦మ

௦ୀ௦భ

ʏذه صيغة أك؆ف ملاءمة للتطبيق العمڴɸا . وʈسر مساوʇفإذا وضعنا الطرف الأ𝐶஻ଵ تجɴي:

𝐶஻ଵ = 𝐶஻ଶ + න
𝜕𝑉

𝜕𝑡
𝑑𝑠

௦ୀ௦మ

௦ୀ௦భ

 اʈذه العلاقة يصبح مساوɸ ʏامل ࢭɢة التيار ثابتا فإن التȋفإذا بقي مقطع انبو
డ௏

డ௧
𝑠ଶ − 𝑠ଵ =

డ௏

డ௧
∆𝑠

𝐶஻ଵ = 𝐶஻ଶ +
𝜕𝑉

𝜕𝑡
∆𝑠

ʏسط التاڲȊل الأɢالش ʏوتأخذ بالتاڲ:

Page 26 – د م سعيد شق؈ف

انيةوالكهربائية الثكلية الهندسة الميكانيكية 
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2.8ت -1.8ت – 8.5س– 3.8س  – 1.8س: وظيفة 


